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多变量微积分笔记1——偏导数

　　在一元函数中，我们已经知道导数就是函数的变化率。对于二元函数我

们同样要研究它的“变化率”。

　　在xOy平面内，当动点由P(x0,y0)沿不同方向变化时，函数f(x,y)的变化

快慢一般说来是不同的，因此就需要研究f(x,y)在(x0,y0)点处沿不同方向的

变化率。

　　在这里我们只学习函数f(x,y)沿着平行于x轴和平行于y轴两个特殊方位

变动时，f(x,y)的变化率。

　　偏导数的表示符号为:∂，全导数符号d的变体。

　　偏导数反映的是函数沿坐标轴正方向的变化率。

三维空间的函数
曲面

　　三维空间的函数可以用 z = f(x, y)表示，如果把f(x, y)中的两个变量图

像化，将得到空间的某个曲面（三维空间的图像很难在纸上画出来，画图的

工作还是交给计算机好了）：

f(x, y) = -y
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f(x,y) = 1 - (x2 + y2)

等高线

　　平面直角坐标系中，通过(x, y)可以定位任意位置，在此基础上，可以

借助等高线描述第三个维度。

　　实际上我们对等高线并不陌生：

　　如果你在爬山，沿着等高线会从山的一点走到另一点，行走过程中海拔

不变，这相当于把高度映射到了平面上：

　　实际上第三个维度也可以用颜色表示，比如常见的气温图：
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　　两个不同颜色之间其实就是一个函数的等高线，把颜色换成线条就变成

了地理上学过的等温线：给定经纬度，输出温度，即z = f(x, y)

偏导数
什么是偏导数

　　现在有下图的等高线：

 

　　很容易得出下面的结论：

　　当 x增大时，z增大，x减小，z减小；当 y增大时，z增大，y减小，z减

小。如果试图分析f的变化速度，就需要用到导数，只不过这次是对含有两

个变量的函数求导，也就是所谓的求偏导。

　　偏导中的“偏”，指仅对其中一个变量求导，而不管另外的变量（偏导

是partial derviatives，partial翻译成“部分”也许更好理解），因此，一

个多变量的函数没有通常的导数，它只有关于每个变量的偏导数。与单变量

函数的导数相似，偏导数的公式：

 

　　上面就是求f(x, y)在x0和y0处的偏导。以第一个式子为例，在这里，并

没有改变y的值，仅仅改变x，然后观察函数的变化率。

2. Re:线性代数笔记10——矩阵的LU分解
写的很好，不过LU 分解的前提是错的，
LU分解只需要第三个条件，如果允许行
置换就是下面写到的PLU，可以分解所有
矩阵

--wiki3D
3. Re:单变量微积分笔记20——三角替换
1（sin和cos）
很nice

--尹保棕
4. Re:线性代数笔记24——微分方程和
exp(At)
有些图片挂了呢

--ccchendada
5. Re:寻找“最好”（2）——欧拉-拉格
朗日方程
提个issue，最速降线中

$ v = {2gh}^{1/2}$ 与配图不一致，建议
以起点为原点，向右伸出x轴，向下伸出y
轴建立座标系

--trustInU
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偏导数的几何意义

　　偏导数表示固定面上一点的切线斜率。

　　在z = f(x,y)中，如果保持y不变，那么f将依赖于x的变化，这将得到一

个和xz平行的平面p，p与f(x, y)平面切面的交线就是曲线f(x, y0)，偏导数

f'x(x0,y0)就是交线上一点对x轴的切线的斜率，当然它也只能对x轴，此时的

切线和y轴没什么关系。如果保持x不变，就是y的偏导，偏导数f'y(x0,y0)就

是交线上一点对y轴的切线的斜率。

 

偏导数的计算

　　偏导的计算和单变量导数类似，只是把其中一个变量看成常量。

　　两个偏导分别将y和x看作常数。

二阶偏导

　　二阶偏导就是求偏导的偏导，过程和求偏导类似，将另一个变量看作常

数：



2022/3/11 17:53 多变量微积分笔记1——偏导数 - 我是8位的 - 博客园

https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/8289674.html 5/9

　　对x的偏导表示在x方向的斜率，对x的二阶偏导就是斜率的变化率，也

就是斜率的变化率快慢，这同单变量函数的二阶导数类似。

近似
　　在单变量函数中，假设一般函数上存在点(x0, f(x0))，当x接近基点x0

时，可以使用函数在x0点的切线作为函数的近似线。函数f(x)≈f(x0)+f'(x0)

(x- x0)即称为函数f在x0点的线性近似或切线近似。在多变量函数中也同样

有近似的概念。关于近似的更多内容，可参考《数学笔记6——线性近似和

二阶近似》

 

　　对于函数f(x, y)：

　　偏导表示变化率，对于x的偏导，函数变化程度是fx，对于y的偏导，函

数变化程度是fy，如果同时改变x和y两个变量，变化程度就是两个效果的累

加。如果x和y同时变化了Δx和Δy，那么z = f(x, y)的值将会改变Δz：

 

　　z在f(x0,y0)附近的近似：

　　这就是将两个变量同时加以扰动，从而对函数造成影响。

　　上面的公式在fx和fy都是0的情况下就变成了f(x0 + Δ, y0 + Δy) ≈ f(x0,

y0)，这看起来不怎么好，此时就需要用到二阶偏导：

　　z在f(x0,y0)附近的近似：

http://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/7509083.html
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示例
示例1

　　为z = x2和z = (x2 + y2)1/2两条曲线构图。

示例2
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示例3

　　矩形的长和宽分别是x和y，当x = 2.1，y = 2.8时计算矩形的面积。

　　可以很容易计算出确切的数值：

 

　　下面尝试用偏导的近似去计算：

 

 

　　 出处：微信公众号 "我是8位的"

 　　本文以学习、研究和分享为主，如需转载，请联系本人，标明作者和出处，非商

业用途！ 

　　 扫描二维码关注作者公众号“我是8位的”
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· Android 再推 “杀手级” 功能，可回收 60% 存储空间

· 溺在理财暴雷潮的投资人 ：本金63万，月兑25元不够卖菜
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